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化学反应中的双稳性的临界现象及 Landau 相变理论

欧发* 吴福根
(华南理工大学应用物理系 广州 510641) 

摘要 本文通过两个典型事例，即 Langmuir 形式的交换过程和Schlögle 用以模拟一级相变的自催

化反应，阐明化学反应系统的双稳性临界现象同样可以纳入 Landau 相变理论的模式.从而进一步

揭示了双稳系统一级相变线临界点的二级(连续)相变特征，同时也揭示了作为远离平衡的化学反

应双稳性临界现象的共性，以至予在更大范围内临界现象的共性.将相变的 Landau 理论，由原来的

处于热平衡的凝聚物质推广到范围更宽广，表现更为丰富多彩的远离平衡系统的临界现象.

关键词化学反应，双稳性，临界现象，相变

本世纪 70 年代中叫，在实验上观察到光学双稳性[1]，从此它成为一个发展异常迅速的专

门研究领域[2] 差不多在同一时期，人们对化学反应中双稳性的研究也比较活跃[3-9] 化学的

或光学的双稳性除了具有技术上和应用上的意义外，它还包含了若干自然科学分支共同关心

的课题，包括本文要讨论的远离平衡的临界现象[8-10]

临界点或分岔总是与某种类型的相变相联系.人们在考察双稳系统的临界现象时，往往只

将它与平衡热力学中的一级札变(不连续相变)作类比，而忽略作为有无双稳分界的临界点

所对应的相变. Schlägle 用下列两种化学反应模式[3.7] • 

k , k3 
A+X72X , X • B (1) 

A+2X÷孔 XLB， rLxω
分别去模拟二级和一级相变，看来，也是上述问题的一种反映(其实，具有双稳性的反应模式

(2) ，兼有一，二级相变) .类似的问题更明显地出现在光学双稳性的研究中，比较普遍地认为:

Laser(的阔行为)是二级相变的典型，而光学双稳性是一级相变的范例[11.12] 甚至断言...光双

稳决不会展现二级相变"[11.13] 然而，我们在文献[14-17] 中阐明:光学双稳性的终止点正是

一种类二级相变.并将该临界现象纳入了 Landau 相变理论框架.现在进一步用化学反应的事

例来论证这个命题.这里包含说明两种共性:不同性质(化学的，光学的，电子学的，流体力学

的，等等)远离平衡系统中的相变共性;平衡与非乎衡相变之间的共性. Landau 相变理论要义

就是揭示相变的共性.

Landau 理论，又称平均场理论，原来用来描述(热)平衡态物质的二级相变，要将它应用到

非平衡动力学系统，特别是让它能容纳更多类型的非平衡相变，该相变理论所包含的一些基本

概念就需要作适当的推广.

1 动力学方程，临界点，准热力学势

1994 - 09 - 02 收到1]. 修改稿于 1994 -11- 28 收到1]. 本文为国家自然科学基金资助项目.
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以下为化学反应动力学方程的一般形式:

手王若 = F(x.f. C) ω 
z 为自由变量的组分浓度 ， f 与 C 为可由外界控制的参量，与反应速率系数及参与反应的其它

组分.w.度有关.静态方程(斗= 0)写成

F( 工 ，f， C)=o. 或 f= f(x. C) (4) 

以 C 为参量的Z 一 f 曲线族如图所示.当然，这样的曲线也可以是实验结果.图 1 上的 CK 代
表控制参量 C 的临界值 ， C<CK 的一条 S 形(也可能是 Z 形)曲线分为三支:中间一支虚线是

不稳的;高、低两支实线是稳定的.开区力 <f<f

+为双稳区 :f<fe 的高支段丽lKt 与 f> fe 的低

支段而京7均为亚稳区当 f= fe 时，系统处于高、 g 

低支的几率相等.高、低支的端点 Kt 与 Kt 是临界

不稳的，伴随向另一稳定支的跃迁(不连续相变) . 

在 f-C 平面(见图 2)上.ft-C.ft- C 及人一

C 三条曲线(依次为 Kt .Kt 及等几率点的轨迹)存

在共同的终止点 K. 它类似于汽液相变的临界点 .K

正是双稳性的终止点，并对应于 C= CK这支 z 一 f
曲线上的拐点.以后将阐明.K 点代表一种连续(二

级)相变的分岔，正如图 3 所示.图 3 的纵座标 ρ=

x - XK. 实线与虚线分别为稳定支与不稳支.然而，

x-f 曲线上的阔点 Kt 或 Kt 也是一种分岔形

式[7) (不连续相变).K 以及 Kt 与 Kt 都应归入临

界点的范畴，它们均有红= o. 不过 K 是更为特
dx 

殊→些，即:

在 Kt .K+ 及 K 点， 生工工 n'
dx ~. 

在拐点 K.

f 

。

rf1 = n 
dx 2 ~ 

I 
c, c 

图 2 上，下跳阙点和等几率点在

f- C 面上的轨迹

K 一代表二级相变的J.Y..稳性临界点

。

图 1 :r -f 静态曲线族

r 一作为自由变量的 X 组分浓度，

f.C 一与反应速率有关并可受外界控制的参量

(5) 

p 

图 3 在 K 临界点附近的分岔(ρ= :r - XK) 
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事实上，在平衡相变理论(包括 Landau 相变理论)中，只认定 K 点为临界点[18] 中国大百科全

书在〈临界现象〉这个条目下写道[19] :"…所以临界现象就是指在连续相变点邻近的现象"看

来，这样对临界现象的概括，至少对于远离平衡情况是不全面的.

有必要引入非平衡系统的势[10] 这里所研究的如 (3) 式所示只有一个自由变量的自治

系统，势 G 总是存在的，并由以下关系确定:

ac 
(土 = )F(x , j , C) = -一一 (6) 

δz 

G 可作为静态(ac/ax = 0)的稳定性判据， c 的这个功能相似于传统热力学中的 Gibbs 自

f71 a2c 由能，故可称之为"准 Gíbbs 热力学势，，[叫.通过线性稳定性分析可知门，百万等于系统对静态

偏离 Áx 的弛予速率 λ，即

aZc 
Áx - exp ( - Àt ) , 其中 λ= 一τ (7) 

ax~ 

a2 c ‘ a2 c ^.41-. _ --k-:b. 13 o:u aj 
因此扛一丁>0 (<0) 的静态是稳定(不稳)的.以后会证明一丁= 0 的静态就是用手= 0 

ax~ _._-~-------，. --_.~- ...~.--- ax~ ..-.--~------"-(量x'

azc 
定义的临界点.仅失去线性稳定性(λ= 一寸= 0) 的临界点是否稳定的问题，须寻找 G 的更高

ax~ 

阶导数来判断[阻 16]，那就是当

.a3 c ~ = rt '" a4 c i ) 了丁= 0 , 而且 ii ):: ~ > 0 
ox ox 

(8) 

该临界点是稳定的，否则是不稳定的.

下面通过具体事例，阐明如卡;籍助于准热力学势，将化学反应双稳性的临界现象纳入

Landau 二级相变的理论框架.

2 Langmuir 类型的交换过程

F +Xe十X (9) 

以上反应表示组分 Xe与自由座 F 结合而为点阵表面无所吸收.产物组元 X 的数目是变量，

Xe与点阵(表面元)座的总数 N 均为常量 :(X ， F 与 Xe同时代表相应组分的摩尔数)
Xe = 常量， F+X=N= 常量

则反应的速率方程应为

dX 
dt -是I(N - X)Xe - kzX 

引入一个吸附一解吸 (adsorption - desorption) 过程的平衡系数是:

(10) 

(11) 

k = k 2/ k 1 X e ( k 1 X e = α= 常数) (12) 

方程 (11) 的非线性以及双稳性是由于该系数是依赖于己吸附的X 的数目，文献[5]给出的关

系的为

x k = k ( x ) = j exp( - C x ) , x = ~ ( 13) 

其中 f 代表 h 的‘幅度" C 则表征上述非线性过程，这里的 f 与 C 也就是前面提到可由外界

控制的参量的具体体现.考虑到 (12) 与 (13) 式，方程 (11) 简化为
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产主= 1 一 [l+k(x) ]x， (τ=α t) (14) 

1. Prigoglne 与 R. Lefever 等对方程(14)的静态情况进行过数值研究，得到在 C>4 时 x -lnJ 

的三重态曲线[5.8] 我们将通过解折的方法确定该 z 一 lnJ 曲线的特征量(即 K. 与 Kt 及 K 诸

临界点的坐标)，并通过准热力学势 G 判别三重态的稳定性，然后，将 G 在临界点附近展开.

根据一般表达式(6) ，由方程(14)及(13)所描述的动力学系统的势 G 应为

GU , f , C)=j Fb， j ， C)dz=tz 一 (~)exp( - C x) r x + ~ 1 (15) 2 ~ 'C'~~t" ~~'L~ CJ 

在势函数 G 中工 ， J 与 C 这三个变量是独立的，但静态方程

苦 1 = [1 + k (x) ]x - 1/ = 0, ~p J = ( ; - 1 )exp( C x) = J( x , C) 

给 x ， J 与 C 三者加了约束， J 成为(X ， C)的函数 J(x ， C). 因而有

区坠β=c l -i• =i(C z h-h-1) 
dx ~ x (1 - x ) xk 

d卢 (ln f) _ /1 n \ J f 2 
飞午 = (1 -2X)/[X2 (1 +X 2

)] 
Z 

(16) 

(17) 

(18) 

以及 笙豆= 1 + k - C x k = - xk ( x )坐坠且 (19) dX2 ~ ~ ~ ~ ~ ~~ \ ~ , dx 

上式中 z 与 k(x)恒大于零，依照 (7) 式所示判据， (19) 式证明了文献[5]上 Z 型 x -lnJ 静

态曲线上下两负斜率 (dLI且< 01 支是稳定的中间正斜率 IALl必> 01 支则不稳不稳l dx ..... V J ...-^--~'l.Ii!I'.N-~.J' f I~J ...u...., rJTf -,- L dx ,. V I 

支具有正斜率这一点，很类似于增强吸收型光学双稳性[17J 据临界点方程

广，2G _ () I'lnd(1n f) 寸= 0, ~pd~~:f) = 0] , C x 2 + C X + 1 = 0 dX2 ~，-'" dx 

与静态方程(16)，得上、下跳阔值(川 ， J仆 ， (x. ， J.) 的解:

4 
x :t=~ (1 士 .r:7)， ι =x. ， x_= 川， t=17-1

(20) 

(21) 

lnJ士 =ln[2(1士月r1-1]+~ (1士町， J+-力 ， J-=Jt ω 
1 

在双稳性终止点 K 应有 Xt= 川 =XK= 言，同时也确定了 C 的临界值CK ==4，以及 JK = 2exp 

「也且fll ~-!r~~ ( CK/2) ，由(18)式可以看到| | ，这就证明 K 临界点确实是 z 一 lnJ 曲线上的
L èl.x 2 J，. =IK才 =0

拐点.根据势 G 的三次和四次导数的具体表达式

些 = Ck(x)(Cx-2) 和均工仇( x ) (3 - C x ) ( 23 ) 
dXυdX

q 

再考虑到临界点的稳定性判据 (8) 式，不难看出，阔点 Kt 与 K. 是不稳的，但 Kt 与 K. 的

轨迹的终止点 K 倒是稳定的.

现将势 G(x ， C ， J)在临界点 K(zfi ， CK=4)的邻域(IX-XK I<<l ，
I (C 一 CK )/CK I<<l)展成 Tayler 级数[15.18.20] : 

1 I ðnG \ 
G== I; an(x-XK)n , an = 丁 1::: 丁 I , n = 0, 1, 2,… 

。 n l \ Ò X-' l :r = X K 

(24) 

按描述双稳性及其临界现象的需要，该级数在 4 次方项截止已足够[15] 系数 an一般是参量 C
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与 f 的函数，但在高次项系数 a3与向中都可以分别近似取作 CK与 fK' 在文献[14] 中我们将

(X - XK) 定义为序参量 ρ，但放弃最初 Landau 二级相变理论要求 ρ 的奇次项为零的限

制[18 ， 20) 在我们的讨论中 ， a1一般不可忽略，但 α3据上述近似原则可当为零.参照(13) -

(23)式，计算出各次系数后，将 G 表达成

G = ao + H，ρ+ 专户 zp4， pz rrb (a=2, b=3) 
at? b (25) 

I 1 . \ t 三 1-F;H 三÷(f-f。νfoo' foo- (一一 1lexp( CXK) = f(XK' C) (26) 
L" K ;C; - -y - -y - -y 飞 XK I 

在以上势 G 表达式中用户 ， t , H 分别代替了原来的自由变量 z 和控制参量 C， f. 若与铁磁

体相变作类比 :P ， t 和 H 分别相当于磁化强度，约化植度(去 1) 和外磁场当剧式中
的 H=O， 它就成为 Landau 最初概括二级相变的经典表达[18， 20]，但它不能全面地描述双稳系

统的临界现象.由 G 对 ρ 的各阶导数表达式，

aG . ~. . TT a2 G ~.? a3G~. a4 G 
豆豆 = bp 3 + αtp 咐' F=3bρ2 + at , 一丁=饰， 写~ = 6b (27) 

ap~' apJ" a 
I aG ~ \ .r~... r- _,__,.,.... I a2G ^ \ 

可获得静态方程(豆豆= 0) ，临界点方程( ~D'2' = 0) 和一般静态以及临界点的稳定性判据，由
飞/飞ap" I 

aG ~ T? a2G 
方程石 =0 及豆F=0 解得如下一系列的特征值:

(i) 上、下跳阔值:

ρ±=±J-55=+1月， H 一 2b{-4/2， (+-L 一= t) (28) 
呼 3b 一 2 士 - &.u \ 3b J ' \'-

( ii) 上跳[ (归， Ht )-→(Ph ， Ht)]与下跳[(p .， H. →→(p] ， H.)]所达到的稳态 ρ:

I at ~ I at 
Ph = 2 ^-./ -言 ， p]= -2 ~一磊 (29) 

(iii)H = O[指 f= fop形成的 H=O， 参见(26)式之二]时序参量 ρ 的解，包括一支 ρ=0 和两支

户手0 的解:

f;;t .f3厂- .f3 ρ=0;ρ=prdf=五日， ρ = Po] = -五月 (30) 

a2 G , , a2 G 
由于(::_':-;)p=o= αt ， ( 一丁) p#o = - 2at , (a = 2) ，故当 t >O( C< CK ) ， ρ=0 的解是稳定的， ρ

p~' l' v • 'ax 
手0 的解是虚数，而且也不稳;当 t<O(C>CK ) ， ρ=0 为不稳支， ρ#0 的两支解稳定 . t = O( C 

= CK )是分岔点 K ，代表二级相变.根据以上诸特征值，概略地绘出该临界点 K 近 C<CK (单

稳)， C=CK ( 临界点)和 C>CK (双稳)三条 ρ 对 H 曲线，请见图 4. (对 C>CK这一条曲

线， P 坐标的单位是专月)

3 Schlögle 模型自催化反应

此事例就是 (2) 式所示， Schlägle 用以模拟一级相变的自催化反应.令 z 代表组分 X 的

mol 浓度.组分 A 和 r 的浓度依次为 α'和 y， 可由外界控制.产物 B 则不断从系统取走.反应速

率是i (i = 1 ， 2 ， 3 ， 4)均为常数.按质量作用定律，立刻写下自由变量 z 的变率方程及势函数G
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dx 
dt 

p 

S I! 

H1; ;H j H 

图 4 在 K 临界点附近 ρ(序参量) - H(等效外场)曲线族

(K 点即为 p-H 坐标原点。)

k z x 3 十是 1α'x 2 - k 3:r + k4γ= aG 
a:r 

223 

(31) 

k3 Z C 3 主~_4 r-G( :r) = G(O) - f:r 十五I-IJI+4I ， c-h1α， , f = k 4 Y ( 32 ) 

aZG 
据临界点方程一τ=0 解得上、下跳阔值 I 士与双稳J性终止点 K(XK ， CK): 

ax~ 

X j: =(C :t!C亡C~)/3走 2' CK = ß瓦石， XK = fkJ百二
在 K 临界点附近，同样可以将(32)式所示的势 G 纳入(25)式那样的标准形式:

1. ? k z ~ r;--;士?
G(p) = G(O) - Hp + ~ k3tpz + .~~ρ ， p = X - XK = X - ../k3/3k2 2 ._ 0 _ r 4 r , r ~ - '" - "( .、 .1' ..........L; 

(33) 

(34) 

C 
其中 t = 1 一页. H - f- fo p • fop = kzXk - Cx~ 叶3 .:l'K (35) 

(34)式中等效外场 H 前面的符号与(25)式的刚相反，这反映本事例 ρ- H( 以及工一 f) 曲线

稳定支与不稳定支的斜率与上一事例相反.引人注目的还是两者的共性.

4 双稳性临界现象的共性分析

虽然在两种事例中，产生双稳性的化学反应机制相去甚远，最初各自的动力学方程(14)

与(31)，以及相应的势函数 G (15)式与(32)式完全不相同，但到了与连续相变相关的临界点

附近，两者的动力学行为却趋于一致.这正反映了临界现象的共性.具体分析一下共性问题，写

下由临界点 K 附近的 G 表达式(25)或(3忡出的序提 P(= :r -XK) 的变率方程与彗
σJ 
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表式:

3. a2 G _ _" "，，_~2 艺(=石) = i:. H-a旷坤，一丁 = at + 3岭 ， (a >0, b >0) (36) 
ap 

正是变率方程中等效外场 H 将系统驱动到远离热平衡.H 之后的两项依次是线性与非线性

反馈项:当约化控制参量 t<O， 线性反馈项成为正反馈.原来，出现双稳性的条件 t <0， 意

味的是正反馈非线性反馈则恒为负，这个负反馈足够强，才能保证 t<O 时 32>0，即保证
有稳定的静态解，否则就无双稳可言.这种正、负反馈相辅相成的作用正体现了人们常常称

道的远离平衡系统的自组织[←10] 也正是双稳性临界现象的一个最明显的共同特征.其实，激

光(器)的阔行为也具有这样的正、负反馈问题[10.12] 激光作用与这里讨论的化学反应双稳性，

看来是风马牛不相及的，但它们的临界现象却有共性.

5 结论

用我们在文献[14-16] 中形成的方法、步骤，不但能将光学双稳性，而且可以将化学反应

双稳性的临界现象纳入相变的Landau (平均场)理论框架.这有力地说明了双稳性(终止点)

具有二级相变的典型特征.

平均场理论是平衡热力学中相变的早期理论，也存在某些局限性，虽然如此，它在描述丰

富多彩的远离平衡的临界现象及其共性方面，看来，仍有活力和潜力，并值得作深入一步的探

讨.
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Abstract By analysing two examples, i, e, the Langmuir type of exchang process and the 

autocatalytic reation system, introduced by Schl悔le to simulate phase tration of first order, it is 

demonstrated that critical phenomena of the bistability in chemical reactions can be also cast into 

the standard formulation of Landau ( mean 一 field) theory of transitions. This reveals further the 

feature of second - order - like transition at the critical point of line of discontinuous transitions in 

bistable systems and shows also the generality of critical phenmena in different bistable systems, 

including the chemical ones. The Landau theory of transitions, related initially to the condensed 

matter in equilibrium state, is generalized to more varied and intersting systems, far from 

equilibrium. 


