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Fourier 变换和小波变换处理分析化学信息的比较研究

鲍伦军 莫金垣樨 唐祖英
(中山大学化学系 广州 510275) 

摘要 小波变换是近年来才引人到分析化学数据处理中的新的数值计算方法，它是由 Fourier 变换

发展而来.本文详细比较了两种方法的性质、算法特征以及对分析数据的处理效果.B 样条小波算

法简单，无须对数据进行预处理，计算时间短，占用内存少，计算精度高尤其是对含高噪声分析信

号处理优势突出，在信噪比低至 0.2 时仍可获得满意结果.
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当今分析化学家的采集数据的方式多为等时间间距记录下来的数值数据.在采集过程中，

由于 AID 转换的硬件及其他因素不可避免地要混有随机噪声，有时只能采到相当有限的数据

点，尤其在进行低浓度样品分析、信号峰较小时，噪声常常对有用信息的提取造成极大的麻烦.

采用化学计量方法进行数据处理不失为行之有效的方法[IJ

化学计量学方法多种多样，各有优劣. Fourier 变换方法是近年来分析化学家们研究较活

跃的领域[2J 对于分析化学家来说 Fourier 变换技术并不象通讯工程领域的研究人员那样熟

练，而且 Fourier 变换及其逆变换是一个比较复杂的数值计算方法.占用内存大、耗时长.快速

Fourier 变换虽然在运算速度上得到较大的提高，但是其算法本身的某些特性同样也制约了它

的应用.我们将近年来在数学领域最活跃的研究方法一一小披变换引入到化学计量学的数值

计算中 [3] ，并与传统的 Fourier 变换方法进行了比较研究.总结概括了 Fourier 变换、如窗

Fourier 变换和小夜变换在分析化学信号处理应用中的特征及其应用前景.

1 Fourier 变换及其算法特征

假定我们欲分析处理的信号是时间函数 f(仆，通常其连续 Fourier 变换及其逆变换的公

式是:

lF(ω)=jJ:f(t)dt 
f(t) 二在 1+∞ Ffω )e1wtdω

,t.., /l .J -00 

对于等时间间距的 N 个离散数据点fo ， f1 ， …fN-1其离散 Fourier 变换为:
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原始数据掘旷 j元7 的虚部为零，其 F岛ou盯n町e曰r 变换是频率变量 ω 的复函数，其离散形式有实部和

虚部组成 F凡j， =Rιk + i仇Jιk'其中:

品=丁τ/ ， T伫;COSI-、‘ γlt 岛 2 (4) 
I-1忡1f-2时}

k = 、- 6 Jjsm\ )\J I 

时序数据由下式得出:

j - 岳阳(学) - Ik sin芋 j=O , l ,.",N-l (5) 

基于以上算法，我们可以根据需要对原始数据进行平滑[4J 、插值[5J 、滤波[6J 、拟合[7J 及提高分

辨率[8J等运算.由(1)式可以看出 Fourier 变换是处理整个时域一∞-+∞范围内的信号，无法

进行时频局部化分析. Gabor 在 1946 年首先提出了窗口 Fourier 变换[剖，用来对信号进行时频

局部化分析.但是一旦窗口函数 g( t)确定以后，其窗口是固定不变的，无法根据频率的变化进

行调节.小波变换正是在此应用要求下发展起来的[10]

2 小波变换

小波分析是近期兴起的一个新的数学分支，它是调和分析、泛函分析、Fourier 分析、样条

分析和数值分析的最完美的结晶[l1J 它是 Fourier 分析发展史上的一次较大突破.当今许多科

学家都在关心并试图涉足这一领域.其应用在信息处理中的算法简单易行且优势突出的.我们

可以通过十分简便的方法来介绍含噪分析信号的小波变换多分辨分析原理[12-16J

设￠为L2 =L2 (R) 的一个函数且此 (x)= <p (2与- j).对于每一个hεz以Vk 表示

1 <Pk/ j εzf 的代数张的 L2 闭包.只要满足下列条件就可以说￠产生了多分辨分析:

(í) …CV- 1CVOCV1 ; 

( ii) 闭包. (U kξzVk ) = L2; 

(íii) n 眨zVk =0; 

(ív) 1 4>kj : j εzf是凡的无条件基 (6) 

假定￠产生了一个多分辨分析，且在 L2 中存在一个函数 'IJ!， 如 j 'IJ!( • 一 j): j εzf 的代数张的

L2 闭包 WO 是 v。在 Vj 的正交补集.因此?相对于￠来说是基本小波.由 ψ 产生的小波空

间 Wk 满足下列关系:

(V)Vk+ l = VkEBWk ， 走 εz

(ví) wk _l Wj ， 走手j

(vii)L 2 二 EBkEzWk (7) 

由(vii)可以看出 L2 中的每一个函数都有一个 jWk> k εzf 函数意义上的正交分解.这也

叫做小波分解.在实际应用中，应首先以足够大的 h 的儿εw 来近似fε L2 • 然后得到儿的

小波分解:

ik 二 gk-l + … + gk-l + fk-l (8) 
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gi ε Wi ， i =k -1 ， …，走 -l ， fk-l ε Vk - l所有成分之间均为相互正交的.

我们可以将信号 f( t)的小披变换定义为:

Wj(b ， a) 二 |α| 叫+∞ h (ι斗(t )dt ，叫。
J ∞ \ a r 

h 为小波母函数.相应地，离散小波变换定义为:

Cm ,n(f) = I:: hm ,n(t)f(t)dt 

(9) 
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其中

hmJ(t)=admAh(α r; mt - nbo), O<ao<l ， bo手。 (11)

可以看出小披变换对不同的频率成分(相应于 ao- m)在时域上的取样步长(即 a'ô b)是调节性

的.高频者(相应于小的 m 值)小，低频者(相应于大的 m 值)大.它能将信号分解成交织在一

起的多种尺度成分，并对于大小不同的尺度成分采用相应粗细的时域和频域取样步长，从而能

不断地聚焦到对象的任意微小细节.因此小波变换被誉为数学显微镜[12] 小波母函数有多种:

正交小波基[17 ， 18] 、斜交(样条)小波基[13] 、周期小波和多元小波[19]等.在此我们重点介绍斜交

样条小波的算法及其在分析化学数据处理中的应用.

3 B 样条小波变换快速算法

根据 Mallet 快速算法，B样条小波的快速算法[13] 可由下式导出:

「 hmj斗 l. ....k 

gj = 三Ja?hm ，j= 走一 l ，...， k-1
(12) 

此处 jj= 元一 1 + gj - 1 , j = k - l ， … ， k ， 吃 ， m 为尺度函数，吭 ， m为样条小波函数 ， l 为截止频

率.其中:

圳工) = ~rm+1(r)~(2x - j) 

1JI' (x) = L~:;:) (2x -1) 

(13) 

(14) 

(15) L 2m (x) = 三Jα!J2m(X + m - j) 

Nm 为 m 阶B 样条函数.

「
1= 与an -2lc'n

码 1 _三JbnJJd

J =是一 l + 1,… , k , 
(16) 

j=k-l+1 , … ,k. 

其中鸟 ， bn 可由下式求出:

a n , bn = 0 ( I r m I 一 I nl勺 ， n→±∞ (17) 

且满足下列条件:

比 (2t - l) = ~向一2n~( t - n) 十二bl -2n1Jr (t - n) (18) 

由此我们可以得到同 (8)式的多分辨分析.相当于把儿分解为频率不超于 2k -l的模糊项fk-l

与频率介于 2k - 1与 2k - 1之间的带通项gk 一 10 … ， gk-! ， 如下列:
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L2~Vk - WJ• 1 EB W，是一 2EB…EBWk - 1 EB V k - l 

fk = g如 i + gk-2 + … + gk-l + fk-l 

.. .. .. .. 
ω三二2k 2k - t三二ω三二2k 2k - 2三二ω ::;;'2 k - t 2k - t三二ω::;;'2k - t + 1 ω三二2k - t (19) 

利用小波变换多分辨分析可将原始信号 f(t)按照不同频率带通分解，然后再根据不同的

分析目的截取不同段的成分，进行重构.让有用信息高度保真地在时域中表示分解和滤除的多

频率信息.

4 实验样例及结果讨论

4.1 Fourier 变换的性质及其应用局限

Fourier 变换仅确定了 f( t)在整个时间域上的频率特征，构成标架的三角函数永远是振

荡的.因此 f(t)的信息分布在每个系数凡， ι 中，只有了解了 f( t) 的全部频域信息，才能确

定 f( t). f( t)中的奇异点在频域中与所有系数 Rk ， h 有关，误差将渗透到每个系数中，要想完

全掠除，至今仍无较好办法.如图 1 所示.我们用计算机模拟产生端点非零的指数函数半微分
_, 112 J 1 、

理论曲线 ~1n{1I .L， \\ ，分别进行 Fourier 变换和逆变换的计算.可以通过
, dx1々 \1 十 exp(x) hx 二 10- + 10] 

比较图 1 ，观察滤波处理后的结果峰(曲线 2)与理论曲线(曲线1)，可以清楚看出奇异点对

Fourier 变换的影响.因此在进行变换前，必须将数据点处理成首尾为零的周期函数，否则末尾

点的突变将波及到整个频率域.

Fourier 变换在滤除噪声的过程

中对低频噪声很难处理.虽然能通过

增加采样点数来部分克服之，但程度

非常有限，而且随着采样点数的增加

计算量将呈几何级数地增加;减低截

止频率，进行"二次滤波"[4] ，可以使

部分低频噪声滤除，但是对原峰形的

影响很大，使峰高明显减低，由于

Fourier 变换本身的特性，要求采样点

时间函数 f(t)必须是频带有限函数，

即 !ω1>ωm 时 ， f(t) =0. 这里 ωm 是

f(t)的最高频率成份，且采样间隔要

满足 t:.T手石 1 否则会出现频谱叠
L. Wm 

海[20 ， 21]

当信噪比较小时，采样点数就必

须越大，采样点数少，在进行 Fourier
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图 1 Fourier 变换和小波变换中奇异点的影响

1一理论曲线 ;2一逆 Fourier 变换曲线，截断系数为 17;

3-小波变换曲线，/ =3 

10 

变换平滑后的结果峰形很不理想，尤其是首尾部的波动较大.在进行 Fourier 变换前将数据修
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正成首尾为零的周期函数，可使结果得到明显改善，但是当信噪比进一步减小时，实际的端点

值与理论曲线的差距越来越大，即使采用边界点修正方法也会引人较大误差.

快速变换运算虽然使运算速度提高较大，但其要求数据点数 N 必须是 2 的幕，不足者需

用零值补偿技术补齐，增加了计算量.而且该算法只能 γ 个输入产生 γ 个输出，无法根据需

要任意调节，在这→点上也同样增加了一些不必要的计算量.经典的 Fourier 变换还有一个固

有的缺点，即在时域中没有任何分辨变换 ， j( t)在任何有限频段上的信息都不足以确定在任

意小范围内的函数.

4.2 样条小波的理论特性
基于样条的多分辨分析及其尺度函数与小波函数，除具有简洁的解析表达式外，还具有线

性相位或广义线性相位.对于一个实函数 j( t) ε L2 (R) ，在日果 F(ω):;:: :t IF(ω ).1 eαω (a ε R) 

称作具有线性相位;女日果 F(ω ) =A( ω )eω +b( α ， b ε R)称作位广义线性相位.因此尺度函数

比和小波函数 1/I'm 当 m 为偶数时具有线性相位;当 m 位奇数时具有广义线性相位.可以证

明，→个 L2 函数 j(t)具有广义线性相位，当且仅当它关于某点 α 仨 R 是对称的或反对称的.

(广义)线性相位在滤波器设计中是经常需要的.当圳工) , 1/1'(工)有线性相位时，其共扼 CÞCx丁，

1/I' (x)也有线性相位.因此用忡(x) ， 1/I' (x ), <Þ (x丁， 1/1'( x丁|作为信号分解和合成时才不会引起

相失真.

4.3 两种方法的异同之处

从样条小波原理看，其平滑方法与 Fαlner 平滑方法的原理亦相同.若噪声和有用信号的

谱重叠严重，或由于样条间隔较大时，也会发生有用信息谱重叠，这种情况下，小技和 Fourier

两种平滑效果均受影响.另外，当设置的频率分界值太大，则有噪声进入;当设置的频率分界值

太小，又把有用信号和噪声信号的谱同时去掉，在这两种情况下也均使小技和 Fourier 平滑处

理后的信号与真实的有用信号相比，有严重畸形.以上是小波平滑和 Fourier 平滑方法所共有

的特点，即原理和处理信号的条件是相同的.两方法之间的差别主要在于求有用信号谱时对被

处理信号的边界修正和数值计算方法，以及由这些而产生的处理结果的差异.

在数据平滑的计算过程中，如前所述，边界修正问题是 Fourier 平滑能否有效的关键.而小

波分析本身具有时频局部化特性，当离散数据起始和终止点不为零时，用小波变换处理这类信

号，仅使该点附近有影响，不会传播到其它地方.如图 1 曲线 3 所示对数据直接进行处理效果

也相当令人满意，这是 Fourier 方法无法相比的优越之处.选择分界频率 l=3 后，仅进行一次

小波样条频率分解，重构信号，即可求出经小波平滑处理后的波形，而且不存在 Fourier 变换的

反复正反变换.

在进行数据处理前，我们无需分析数据的准确模型，也不必知道噪声的统计特征。而且，

不论该系统是线性的还是非线性的，小波分析都能获得良好结果，还可显示带通部的准确信

息.

4.4 两种方法对仿真高噪声信号的处理结果比较
小波分析中，采样间隔及点数对平滑结果的影响并不象 Fourier 方法那么显著，尤其是在

处理信噪比较小的数据时，仍可获得较好结果，最低可达 S/N=0.2 ， 这是 Fourier 方法所望尘

d I 1 \ 
莫及的，而且，通过一新的修正技术，还可改善之我们选取曲线刮 1 +e;p(x) )[1:= 卜叫

(峰值为 0.25) ，采样点数为 1024，加上信噪比为 0.2 的白噪声，作为原始数据进行滤波处理.

如图 2 所示.清楚显示了不同截止频率(l =5 ， 4 ， 3 ， 2)时的带通成分及模糊项.
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圈 2 含高噪声信号(SIN=O.2)小波变换多分辨分解
x-原始信号 ja ， C ， e ， g 和 b ， d ， f ， h 分别为 l=5 ， 4 ， 3 ， 2 时的带通和模糊项，其中 f， h 的曲线 2 为理论曲线
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图 3 清楚显示了 Fourier 变换对高噪声信号的处理效果.理论曲线与国 2 相同，加信噪比

为 0.5 的自噪声.当截断系数为 10 时，滤出曲线仍有很大披动(曲线1)，截断系数为 6 时，滤

出结果严重偏离理论值(曲线 2) .可见对于信噪比小于 0.5 的高噪信号，Fourier 方法确有些无

能为力.

4.5 实验数据处理结果比较

图 4 数据为 O. 1 mol. drn - 3 KCl 
底液中还原1O-8mol.dr丑寸的 Pb( II ) 
时的示差脉冲榕出伏安记录，采样点

数为 250 ，.6.E = 50mV，脉冲宽度为
50ms，脉冲周期为 200ms，分别用

Fourier 方法进行平滑(截断系数为

10)及小波变换进行平滑 (l =3) ， 可

以明显看出，小波分析与 Fourier 分

析的优劣.

4.6 结论
小波分析处理方法简单、计算时

间短、占用内存少、计算精度高、重现

性强，处理结果为连续函数，其离散值计算的点长可任意设定.基于小波变换的其它数据处理

如插值、实时滤波器的设计以及提高分辨率的计算等，均与上述算法相似.详细内容将另文报

道.可以说小波分析处理分析化学数据是具有较高的实用价值的，值得推广.

10 

Fourier 方法对高噪声(S/N=O.5)信号的处理效果

1一截断系数= 10;2一截断系数 =6;3一理论曲线
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圄 4 实际样品数据处理结果

1一小波变换平滑结果 ;2-F，。由er 变换平滑结果
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BAO Lun - J un MO Jin 一 Yuan 祷 T血叫G Zu-Ying 
(αemistη Ðepartment ，Zhong:归n University. Gωngzh侧 .510275)

The Wave1et transform is a new numerical algorithm in processing analytical chemistry 

d日 tfl. It is an advance of Fourier transform method. In this paper , we have compared the 

ρroperties ， algorithm and the results of pI'饵臼sing data of Fourier and Wavelet transforms. The B 

spline W ave1et' s algorithm have a 10t of advantages such , high - speed , low memory requirement 

and hìgh - precision and not r吨uiring data preprocessing so on. Especially , ìt is satisfying to 

pmccss the high noise data even the signal 一 to - noise ratio is as low as O. 2. 

Abstract 


